Quase-Nelson: logica e fragmentos
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A légica construtiva com negacao forte (N3) foi introduzida por David Nelson em [6], no qual
o conectivo undrio de negagao ~ ¢é involutivo. Todavia, a légica paraconsistente de Nelson (IN4),
uma generalizagao de N3 obtida ao abandonar o axioma da explosao p — (~p — ¢), aparece mais
tarde numa publicacdo junto com A. Almukdad [1]. E sabido que N3 e N4 sao logicas nao-classicas
que possuem, como contrapartidas algébricas, a variedade das dlgebras de Nelson e a variedade
dos N4-reticulados, respectivamente. Uma outra generalizagao de N3 é obtida ao eliminar a lei da
dupla negacdo ~~p — p, isto é: a logica quase-Nelson (QNL), que foi introduzida em [9] e cuja
contrapartida algébrica é a variedade das dlgebras quase-Nelson.

U. Rivieccio [7] introduziu a classe dos quase-N4-reticulados (QN4-reticulados), como uma ge-
neralizacdo comum das variedades dos N4-reticulados e das variedades das algebras quase-Nelson.
Noutras palavras, os N4-reticulados acabam sendo precisamente os quase-N4-reticulados satisfa-
zendo a lei da dupla negagao, e as algebras quase-Nelson sao precisamente os QN4-reticulados que
satisfazem a lei explosiva. As &dlgebras de Nelson, os N4-reticulados e as algebras quase-Nelson
podem ser representados através de estruturas twist. Para realizar isso, esta representacao emprega
estruturas twist definidas sobre dlgebras Brouwerianas! enriquecidas com um operador de nicleo.

Dada uma &lgebra A tendo uma operagao — e os elementos a,b € A, definimos as relagoes =
e < como segue: a = b se, e somente se, a — b = (a — b) = (a = b), e === N(=)"L. Assim,
temos a = b se, e somente se, a = b e b < a. Diante do exposto, temos condicoes de definir
QN4-reticulados.

Definicao 1 ( [7], Def. 3.2). Uma quase-Nj-reticulado (QN4-reticulado) é uma &lgebra A =
(A; N, V,—, ~) do tipo (2,2,2,1) satisfazendo as seguintes propriedades:

(QNN4a) O reduto (A;A,V) é um reticulado distributivo com ordem do reticulado <.

(QN4b) A relacito = é uma congruéncia sobre o reduto (A4;A,V,—) e o quociente B(A) =
(A;\,V,—)/= é uma é&lgebra Brouweriana. Além disso, o operador [0 dado por O[a] :=
~~a/= para todo a € A é um nicleo, entao a élgebra (B(A),)é uma &dlgebra Brouweriana
nuclear.

(QN4c) Para todos a,b € A, é valido que a < b se, e somente se, a <be ~b =< ~a.
(QN4d) Para todos a,b € A, é vilido que ~(a — b) = ~~(a A ~Db).
(QN4e) Para todos a,b € A,

(QN4e.1) a < ~~a.

(QN4e.2) ~a=~~~a.

(QN4e.3) ~(aVb) =~a A~b.
(QN4e.d) ~~aA~~b=r~~(aND).

YUma dlgebra Brouweriana é precisamente o sub-reduto livre do 0 de uma &lgebra de Heyting.




A contrapartida légica dos QN4-reticulados (Lqn4) foi introduzida em [4] através de um calculo
estilo Hilbert. O cdlculo para Lgns consiste nos seguintes esquemas de axiomas junto com a tnica
regra de inferéncia MP (modus ponens): p, p — q F q.

Axl  p—(¢g—p)

Ax2  (p—=(q—=r)—=>((p=q) = (—71))
Ax3  (pAg)—p

Ax4d  (pAq) —q

Ax5  (p—=q) = (p—1)—= (= (A7)
Ax6  p—(pVa)

Ax7T  q—(pVa)

Ax8 (p—=r)—=((g—=7r)=((PVa) =)
Ax9  ~(pVgq) < (~pA~g)

AX10 ~(p—=q) & ~~(pA~q)

Ax1l  ~(pA(gAT)) < ~((pAg) Ar)
Ax12  ~(pA(qVr)) < ~((pAgV(pAT))
Ax13  ~(pV(gAT)) < ~((pVg A(pVr))
Ax14  ~~(pAq) & (v~pA~ng)

Ax15 p—~~p

Ax16 p— (~p— ~(p—p))

AX1T (p—q) = (v~p = ~~gq)

Ax18 ~p—~(pAq)

Ax19  ~(pAq) = ~(gAD)

Ax20 (~p—~q) = (~(pAg) = ~q)
Ax21  (~p = ~q) = ((vr = ~s) = (~(pAT) = ~(q A 8)))

Lqns desfruta do Cléssico Teorema da Deducao: I',a = 3 é equivalente a I' = o — (3. Para
uma légica algebrizavel L [3, Def. 3.11], dizemos que L é finitamente algebrizdvel quando o conjunto
de férmulas de equivaléncias é finito, e dizemos que L é BP-algebrizdvel quando L é finitamente
algebrizavel e o conjunto de identidades definidoras é finito. Usando as seguintes abreviagoes:

r=y=(@x =2y AN(~y — ~zx) rey=(x=y) A{y=7x)

inferimos que Lqns é BP-algebrizavel com a identidade definidora E(«) := o &~ o« — a e a férmula
de equivaléncia A(a, ) := a < . Com base nesse resultado, obtemos uma axiomatizacao da
semantica quase-variedade equivalente Alg*(Lgn4) de Lgns. Como mostrado em [4, Cor. 1], a classe
de algebras introduzidas coincide com a variedade de QN4-reticulados, isto é, Alg*(Lgna) = QN4.



A 16gica quase-Nelson (QNL), vista como uma légica subestrutural, é a extensao axiomaética do
célculo Full Lambek com as regras exchange e weakening (FL.y,) pelo axioma de Nelson, a saber:

(p=@=9)N(~qg=(~qg=~p))=P=7q)

e tendo como contrapartida algébrica a variedade dos reticulados residuados chamada dlgebras
quase-Nelson (QNA). T. Nascimento e U. Rivieccio [5] iniciaram o estudo dos fragmentos de QNL,
que correspondem aos sub-redutos de QNA. No artigo em questdo, temos uma axiomatizacao
do fragmento {~, —} (apelidado de dlgebras de implica¢ao quase-Nelson, QNI), para o qual foi
introduzido um célculo estilo Hilbert, que por sua vez é BP-algebrizdvel com respeito a variedade
QNI. Dando continuidade aos estudos dos fragmentos de QINL, os autores detectaram que alguns
deles nao sao algebrizédveis, no sentido de [2]; como exemplo deste caso, temos o fragmento {~,*}
cuja classe de sub-redutos de QNA é chamada mondides quase-Nelson. Entretanto, ainda estamos
trabalhando na axiomatizagao dos fragmentos algebrizaveis, tais como {~, —,*} e {~, =, A}, cujo
sub-redutos sao denominados quase-Nelson pocrims e quase-Nelson semihoops, respectivamente.
Convém destacar que a metodologia para caracterizar algebricamente tais fragmentos tém sido com
a utilizacdo da generalizagao das estruturas twist para as lgicas de Nelson e quase-Nelson (ver [8]).
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